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0.1 Обща характеристика на дисертационния труд
0.1.1 Актуалност на темата

В редица научни области, като числени методи, финансо-
ва математика, различни клонове на физиката и други, често се
налага приближеното пресмятане на s−мерни определени интег-
рали. Тяхното пресмятане понякога е много трудно, даже и не-
възможно. Поради тази причина, се налага тяхното приближено
пресмятане. Квази-Монте Карло интегрирането е един успешен
апарат за приближено пресмятане на този тип интеграли. Ос-
новна идея на този числен метод е за възли на интегрирането да
се използват точки от тъй наречените равномерно разпределени
редици.

Поради тази причина теорията на равномерно разпределени-
те редици има свое самостойно развитие. Основна идея на тази
теория е изследването на количествени мерки, които показват
качеството на разпределението на точките на този тип редици.
Най-общо, тези количествени характеристики са дискрепансът и
диафонията.

Поради геометричния характер на дискрепанса, изследване-
то му е по-трудно, отколкото изследването на диафонията, която
има аналитичен характер.

Хибридните редици и мрежи са съвсем нов клас от обекти,
конструирани като се използват различни техники, за отделните
координати на тези мрежи и редици. По този начин, на практика
се свързват в една обща идея предимствата на Монте Карло и
квази-Монте Карло методите.

Различните типове на хибридните диафонии, дефинирани
след 2010 г., са именно такива мерки за качеството на разпреде-
лението на класове от хибридни мрежи и редици.

Имайки предвид горните факти, разбира се и много други
съображения от теоретичен и практичен аспект, се постави и
разви темата на настоящата дисертация.
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0.1.2 Цели на дисертационния труд
Целите на дисертацията са:

1. Да се изследват някои версии на b−ичната диафония, като
количествена мярка за неравномерността на разпределението на
редици.

2. Да се намерят точните порядъци, в зависимост от участ-
ващите в дефиницията на тази диафония параметри, на някои
класове от редици.

3. Да се представи грешката на интегрирането в някои кла-
сове от Хилбертови пространства в термините на новия тип ди-
афония.

4. Да се получат порядъците на грешката на интегрирането
на функции от въведените Хилбертови пространства.

5. Да се въведе нова мярка за изследване на неравномерност-
та на класове от хибридни редици.

0.1.3 Предмет на изследване
Предмет на изследването е въвеждането на количествени

характеристики за разпределение на редици, каквито са тегло-
вата (W(b);α;β; γ)− диафония и хибридната теглова диафония
FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) на произволна редица ξ от точки в [0, 1)s. Въ-
веждане на функционални класове, които са Хилбертови прост-
ранства, генерирани от специални пораждащи ядра и представя-
не на грешката на интегрирането в тези функционални класове
в термините на въведените диафонии.

0.1.4 Методи на изследване
За изпълнение на поставените цели са използвани ме-

тоди на аналитичната теория на числата, методите на квази-
Монте Карло интегрирането в Хилбертови пространства, методи
за оценки на тригонометричните суми по отношение на различни
ортонормирани функционални системи. Основните резултати са
получени чрез прилагане на техники от функционалния анализ
и числените методи.
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0.1.5 Апробация
Резултатите получени в дисертацията са докладвани на

следните конференции:
1.) 4th International Conference on Uniform Distribution Theory,

2014, Ostraviece, Czech Republic.
2.) V Congress of Mathematicians of Macedonia, Ohrid, R.

Macedonia, September 24-27.2014.
3.) Sixth International Conference FMNS − 2015, 10-14.06.2015,

Blagoevgrad, Bulgaria.
0.2 Увод

Математическата наука, която изследва разпределението
на редици и мрежи (крайни редици) в единичния s−мерен куб
[0, 1)s се развива динамично в последните години. Големият ин-
терес към редици и мрежи с добро разпределените на своите еле-
менти от теоретична гледна точка се обуславя от многобройните
приложения на тези математически обекти в редица области на
познанието, като числено интегриране, финансова математика,
генетика и други науки.

Дисертацията се състои от увод, четири глави, заключение и
цитирана литература. В тази дисертация са въведени нови коли-
чествени характеристики на разпределението на редици, от типа
на диафонията. Показани са редица приложения на въведените
типове диафонии в теорията и практиката на квази-Монте Кар-
ло интегрирането.

В работата са използвани различни техники за достигане до
същността на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония и хибридната
теглова диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) на произволна редица от
точки в [0, 1)s.



1. НЯКОИ ОСНОВНИ ПОНЯТИЯ И ТВЪРДЕНИЯ
ОТ ТЕОРИЯТА НА РАВНОМЕРНО
РАЗПРЕДЕЛЕНИТЕ РЕДИЦИ И
КВАЗИ-МОНТЕ КАРЛО ИНТЕГРИРАНЕТО

В първа глава на дисертацията са въведени някои основни
понятия и твърдения от теорията на равномерно разпределените
редици и квази-Монте Карло интегрирането. Целта на тази глава
е да въведе читателя в проблематиката на равномерно разпре-
делените редици и квази-Монте Карло интегрирането, които са
тясно свързани с дисертацията.

1.1 Някои класове ортонормирани функционални
системи
В параграф 1.1 са припомнени дефинициите и свойства-

та на някои ортонормирани функционални системи, каквито са
тригонометричната функционална система, Уолш функционал-
ната система, Уолш функции над крайни групи и ортонорми-
раната система на Виленкин функциите. Те са тясно свързани
с необходимите и достатъчни условия, за това, една редица да
бъде равномерно разпределена.

1.2 Исторически сведения
В параграф 1.2 са представени кратки исторически сведе-

ния за развитието и генезиса на основните понятия от теорията
на равномерното разпределение на редици, чиято основна задача
е да онагледи теоретичната част от настоящата проблематика.
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1.3 Равномерно разпределени редици
В параграф 1.3 са дадени основните понятия и твърдения

от теорията на равномерно разпределениете редици, а именно
дефиницията, за това една редица да бъде равномерно разпре-
делена в едномерния и многомерния случай.

Нека s ≥ 1 да бъде фиксирано цяло и ξ = (xn)n≥0 да бъде
произволна редица от точки в s−мерния единичен куб [0, 1)s.

Нека a = (a1, . . . , as) ∈ [0, 1)s и b = (b1, . . . , bs) ∈ [0, 1)s са два
произволни вектора. Ще казваме, че е изпълнено неравенството
a ≤ b ако за 1 ≤ j ≤ s е в сила неравенството aj ≤ bj . Нека

J =

s∏
j=1

[aj , bj) да бъде съответния подинтервал на [0, 1)s. Нека

N ≥ 1 да бъде прозволно цяло. Нека да означим

AN (ξ; J) = #{n : 0 ≤ n ≤ N − 1,xn ∈ J}.

Дефиниция 1.11 (Херман Вайл) Редицата ξ се нарича
равномерно разпределена в [0, 1)s ако граничното равенство

lim
N→∞

AN (ξ; J)

N
=

s∏
j=1

(bj − aj)

е изпълнено за всеки подинтервал J на [0, 1)s.
Теорема 1.3 (интегрален критерий на Вайл) Редицата

ξ = (xn)n≥0 е равномерно разпределена в [0, 1)s тогава и само
тогава, когато за всяка комплекснозначна непрекъсната функ-
ция f, дефинирана над [0, 1)s, е в сила граничното равенство

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

f(xn) =

∫
[0,1]s

f(x)dx.

Тази теорема показва, че равномерно разпределените редици
могат да се използват за приблизително пресмятане на опреде-
лени интеграли от много широк клас от фукции.
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Теорема 1.4 (експоненциален критерий на Вайл) Реди-
цата ξ = (xn)n≥0 е равномерно разпределена в [0, 1)s тогава и
само тогава когато граничното равенство

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

e2πi<k,xn> = 0

е изпълнено за всеки вектор от цели числа k ∈ Zs и k 6= 0.

1.4 Примери на равномерно разпределени редици

В параграф 1.4 са представени аналитични конструкции на
редици, които са равномерно разпределени по модул 1.

В параграф 1.1.4 се дефинират едномерната и многомерната
редица на Вайл.

В параграф 1.4.2 се дефинират едномерната и многомерната
редица на Ван дер Корпут.

В параграф 1.4.3 се припомня конструктивният принцип на
тъй наречената обобщена редица на Ван дер Корпут. Предвид
важността на тази редица за настоящата работа, тук се припом-
ня нейната конструкция.

Дефиниция 1.13 Нека Σ = (σi)i≥0 да бъде произволна реди-
ца от пермутации над множеството {0, 1, . . . , b − 1}. За про-
изволно неотрицателно цяло число n с b−ично представяне от
вида

n =

∞∑
i=0

ai(n)bi,

се полагат

SΣ
b (n) =

∞∑
i=0

σi(ai(n))b−i−1.

Редицата SΣ
b =

(
SΣ
b (n)

)
n≥0

се нарича обобщена редица на Ван
дер Корпут.

В параграф 1.4.4 са представени дефинициите на специални
класове от s-мерни мрежи и редици, тъй наречените (t,m, s)-
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мрежи и (t, s)- редици. Върху изследванията на тези добре раз-
пределени мрежи са работили много автори, като Собол [Со 1],
Фор [Фо 2] и други. За (t,m, s)- мрежи и (t, s)- редици са раз-
работени ефективни алгоритми, които се прилагат в численото
квази-Монте Карло интегриране.

Следвайки Нидерайтер [Нид 1], [Нид 2] се припомнят тео-
ретичите основи и конструктивния принцип на тъй наречените
(t,m, s)- мрежи при основа b ≥ 2.

Дефиниция 1.14 Интервал от вида

J =

s∏
j=1

[
aj
bdj

,
aj + 1

bdj

)
,

където за 1 ≤ j ≤ s dj ≥ 0 и 0 ≤ aj < bdj са цели числа, се
нарича елементарен интервал при основа b.

Дефиниция 1.15 Нека m ≥ 0 и 0 ≤ t ≤ m са дадени фик-
сирани цели числа. Мрежата P, състояща се от bm на брой
точки от интервала [0, 1)s, се нарича (t,m, s)- мрежа при ос-
нова b, ако всеки елементарен b−ичен интервал с обем bt−m,
съдържа точно bt точки от мрежата P .

В следващата дефиниция е разгледано понятието b−ичен
участък от редица.

Дефиниция 1.16 Ще наричаме b−ичен участък от редица
x0,x1, . . . ,xn, . . . множеството от елементитите xi, номера-
та i на които удовлетворяват следните неравенства

kbp ≤ i < (k + 1)bp,

където k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, ....
Дефиниция 1.17 Редицата (xn)n≥0 от точки в [0, 1)s се

нарича (t, s)-редица, ако всеки нейн b−ичен участък с дължина
bm е (t,m, s)- мрежа при основа b, за всяко m такова, че t ≤ m.

Показан е следният матричен подход за конструиране на
(t,m, s)−мрежи при основа b. И така, детайлите са следните:

За 1 ≤ j ≤ s нека Cj са дадени m × m матрици над Zb =
{0, 1, . . . , b − 1}. Нека произволно цяло n, такова, че 0 ≤ n ≤
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bm−1, с b-ично представяне от вида n = n0+n0b+. . .+nm−1b
m−1

се индентифицира с вектора n = (n0, n1, . . . , nm−1)T . За 1 ≤ j ≤ s
нека да умножим матрицата Cj с n и да се въведе означението

Cj .n = (xj,n,1, xj,n,2, . . . , xj,n,m)T .

Дефинират се точките

xj,n =
xj,n,1
b

+
xj,n,2
b2

+ · · ·+ xj,n,m
bm

и вектора xn = (x1,n, x2,n, . . . , xs,n). Ако за някакво цяло число t
такова, че 0 ≤ t ≤ m, точковата мрежа Pbm = (x0, x1, . . . , xbm−1))
e (t,m, s)- мрежа, тогава тя се нарича дигитална (t,m, s)- мрежа
при основа b.

1.5 Количествени мерки за равномерно
разпределение на редици
В параграф 1.5 са дефинирани количествени мерки

за равномерно разпределени редици, каквито са екстремални-
ят дискрепанс, звезда-дискрепансът, класическата диафония на
Цинтерхоф [Цин 1], b−ичнaта диафония, тегловата b−ичнa диа-
фония.

1.6 Квази-Монте Карло интегриране в Хилбертови
пространства
В параграф 1.6 се дават сведения от теорията на квази-

Монте Карло интегрирането в Хилбертови пространства.
Следвайки Аранжоян [Ар 1], е припомнена концепцията за

пораждащи ядра на Хилбелтови пространства. Нека F е клас от
функции дефинирани над E, образуващи Хилбертово простран-
ство. Функцията K(x, y), където x, y ∈ E се нарича пораждащо
ядро на F, ако са изпълнени следните две условия:

1. за всяко фиксирано y ∈ E, функцията K(x, y), разгледана
като функция на x, принадлежи на F ;
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2. (пораждащо свойство) за всяка функция f ∈ F и за
всяко y ∈ E е в сила равенството

f(y) = 〈f(x),K(x, y)〉x ,

където индексът x показва, че скаларното произведение се взема
по отношение на променливата x.

Нека Hs(K) да бъде Хилбертово пространство с пораждащо
ядро K(x,y) : [0, 1)2s → C и норма || · ||Hs(K). Обект на интерес
е апроксимирането (приближеното пресмятане) на многомерния
интеграл

Is(f) =

∫
[0,1]s

f(x)dx, f ∈ Hs(K).

Нека N ≥ 1 е произволно фиксирано цяло. Интегралът Is(f)
се апроксимира чрез квази-Монте Карло алгоритъм с равни
квадратурни тегла

Qs(f ;PN ) =
1

N

N−1∑
n=0

f(xn),

където PN = {x0,x1, . . . ,xN−1} е детерминирана точкова мрежа,
състояща се от N точки в [0, 1)s.

Дефиниция 1.23 Грешката на интегрирането в Хилбер-
товото пространство Hs(K), чрез използване на квази-Монте
Карло алгоритъма Qs(f ;PN ), се дефинира като

e(Hs(K);PN ) = sup
f∈Hs(K),||f ||Hs(K)≤1

|Is(f)−Qs(f ;PN )| ,

където супремумът се взема по всяка функция от Hs(K), на
която съответната норма е по-малка или равна на едно.



2. ТЕГЛОВАТА (W(B);α; β; γ)− ДИАФОНИЯ

Във втора глава от дисертацията е предложен нов вид
на b−ичната диафония, тъй наречената теглова (W(b);α;β; γ)−
диафония. Показано е, че тя е количествена мярка за не-
равномерността на разпределението. Намерена е изчислител-
ната сложност на разглежданата в дисертацията характе-
ристика. Получени са оценки отгоре и отдолу на тегловата
(W(b);α;β; γ)−диафония на обобщената редица на Ван дер Кор-
пут, в зависимост от параметрите α и β. Това дава възможност
да се получи точният порядъкO

(√
logN
N

)
, в случая когато α = 2,

а β = 1 и β = 2. А когато параметърът α > 2, се получава точ-
ния порядък O

(
1
N

)
на тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония на

обобщената редица на Ван дер Корпут.

2.1 Постановка на задачата
В тази глава на дисертацията са поставени за решаване

следните задачи:
Задача 2.1 Да се дефинира нова версия на b−ичната диа-

фония, така наречената теглова (W(b);α;β; γ)−диафония, която
се основава на използването на Уолш функциите от ред b и кое-
фициенти, които са дефинирани чрез равенството (2.3).

Задача 2.2 Да се докаже, че тегловата (W(b);α;β; γ)− диа-
фония е количествена характеристика за равномерно разпреде-
ление на редици.

Задача 2.3 Да се намери изчислителната сложност на тег-
ловата (W(b);α;β; γ)−диафония.
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Задача 2.4 Да се намерят точните порядъци, в зависимост от
параметрите α и β, на (W(b);α;β; γ)−диафонията на обобщената
редица на Ван дер Корпут.
2.2 (W(b);α; β; γ)−диафонията

В параграф 2.2 се дефинира понятието теглова
(W(b);α;β; γ)−диафония и е доказано, че тя е количествена ха-
рактеристика за равномерно разпределение на редици.

В дефиниция 2.2 от дисертацията е представена концепцията
на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония.

Дефиниция 2.2 Нека ξ = (xn)n≥0 да бъде произволна ре-
дица от точки в [0, 1)s. За всяко цяло N ≥ 1 тегловата
(W(b);α;β; γ)−диафония на първите N елемента на редицата
ξ се дефинира като

FN (W(b);α;β; γ; ξ)

=

 1

C(α;β; γ; b)

∑
k∈Ns0\{0}

R(α;β; γ; b;k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

bwalk(xn)

∣∣∣∣∣
2
 1

2

,

където коефициентите R(α;β; γ; b;k) и C(α;β; γ; b) са дефини-
рани съответно с равенствата (2.3) и (2.4) от дисертацията.

Като частен случай от Дефиниция 2.2 се получават следните
известни до сега типове диафонии:

1. Ако в Дефиниция 2.2 се положи β = 1, то получената ди-
афония FN (W(b);α; 1; γ; ξ) е точно тегловата b−ична диафония,
представена в [Гр 1].

2. Ако в Дефиниция 2.2 се положи α = 2, β = 1, γ =
(1, . . . , 1), то получената диафония е точно b−ична диафония,
дефинирана от Грозданов и Стоилова [Гр Ст. 2].

3. Ако в Дефиниция 2.2 се положи α = 2, β = 1, γ =
(1, . . . , 1) и b = 2, то получената диафония е точно диадичната
диафония, дефинирана от Хелекалек и Лииб [Хе Ли 1].

В теорема 2.1 е представен един от основните факти от тео-
рията на равномерно разпределените редици, който показва, че
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тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония е количествена мярка за не-
равномерността на разпределението на редици.

Теорема 2.1 Редицата ξ = (xn)n≥0 от точки в [0, 1)s e рав-
номерно разпределена тогава и само тогава, когато граничното
равенство

lim
N→∞

FN (W(b);α;β; γ; ξ) = 0

е в сила за произволно реално α > 1, за фиксирано цяло β ≥ 1 и
за произволен вектор γ от положителни ненарастващи тегла.
2.3 Изчислителната сложност на тегловата

(W(b);α; β; γ)− диафония
В параграф 2.3 е показана изчислителната сложност на

тегловата (W(b);α;β; γ)-диафония.
За дадените параметри α > 1, β ≥ 2 и вектор γ = (γ1, . . . , γs)

от тегла е конструирана функцията

Φ(α;β; γ; b;x)

= −1 +

s∏
j=1

ϕ(α;β; γj ; b;xj), x ∈ (x1, . . . , xs) ∈ [0, 1)s, (2.12)

където функцията ϕ(α;β; γj ; b;xj) е дефинирана в явен вид чрез
равенство (2.8) от дисертацията.

Показана е следната теорема:
Теорема 2.2 Нека N ≥ 1 е произволно цяло и ξN =

{x0,x1, . . . ,xN−1} е произволна мрежа, състояща се от N
точки в [0, 1)s така, че координатите на xn удовлет-
воряват условието (C1) или (C2), по специално коорди-
натите на xn са b−ични рационални. Тогава, тегловата
(W(b);α;β; γ; ξN )−диафония на мрежата ξN удовлетворява ра-
венството

F 2(W(b);α;β; γ; ξN )

=
1

C(α;β; γ; b)

1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

Φ(α;β; γ; b;xn 	sb xm),
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където функцията Φ(α;β; γ; b;x) е дефинирана чрез равенство
(2.12), а константата C(α;β; γ; b) е дефинирана чрез равенство
(2.4) от дисертацията.

Теорема 2.2 ни дава, че за всяко фиксирано β ≥ 2, изчисли-
телната сложност на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония
на произволна мрежа, състояща се от N точки, е O (N)

2
.

В подпараграф 2.3.2 са представени предварителни резулта-
ти, оформени в леми, чрез които се доказва Теорема 2.2.

В подпараграф 2.3.3 е представено доказателството на Тео-
рема 2.2.

2.4 Върху точните порядъци на
(W(b);α; β; γ)−диафонията на обобщената
редица на Ван дер Корпут
В подпараграф 2.4.1 са получени точните порядъци на

тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония на обобщената редица на
Ван дер Корпут.

Нека N ≥ 1 е произволно цяло и има b−ично представяне от
вида

N = a1b
ν1 + a2b

ν2 + . . .+ atb
νt , (2.15)

където ν1 > ν2 > . . . > νt ≥ 0 и за 1 ≤ j ≤ t aj ∈
{1, 2, . . . , b− 1}.

В следващите няколко теореми са показани точните поря-
дъци на (W(b);α;β; γ)−диафонията на редицата SΣ

b . В случая
когато β = 1 и β = 2 се получава асимптотичното поведение на
съответната диафония.

Теорема 2.3 Нека SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 е произволната обоб-
щена редица на Ван дер Корпут.

Нека α ≥ 2 е произволно реално и β = 1. За всяко цяло
N ≥ 1 от вида (2.15), тегловата (W(b);α;β = 1; γ)−диафония
FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ

b ) на редицата SΣ
b удовлетворява нера-

венството (
N.FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ

b )
)2
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≤ (b2α − 1)(2b2 − 4b+ 1) + bbα − bα − 2b

(bα − 1)(bα − b)

t∑
j=1

b(2−α)νj .

Нека α = 2. Тогава имаме следното:
(i) (оценка отгоре) За всяко цяло N ≥ 1 е в сила неравенст-

вото
FN (W(b);α = 2;β = 1; γ;SΣ

b )

≤

√
2b5 − 4b4 + b3 − b2 + 5b− 3

(b− 1)2(b+ 1) log b
·
√

log[(b− 1)N + 1]

N
.

(ii) (асомптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α = 2;β = 1; γ;SΣ
b ) ∈ O

(√
logN

N

)
.

Нека α > 2. Тогава се получа следното:
(iii) (оценка отгоре) За всяко цяло N ≥ 1 е в сила неравенс-

твото

FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ
b ) ≤ 1

N

√
A1(b)−A2(b) · 1

Nα−2
,

където константите A1(b) и A2(b) са дефинирани в явен вид в
дисертацията.

(iv) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ
b ) ∈ O

(
1

N

)
.

Теорема 2.4 Нека SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 е произволната обоб-
щена редица на Ван дер Корпут.

Нека α ≥ 2 е произволно реално и β = 2. За всяко ця-
ло N ≥ 1 от вида (2.15), тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония
FN (W(b);α;β; γ;SΣ

b ) на редицата SΣ
b удовлетворява неравенст-

вото (
N.FN (W(b);α;β; γ;SΣ

b )
)2
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≤ (b2α − b)(bα − b)(b2α − 1)

γ(b− 1) [b5α − (b2 + 1)b3α + b2bα]
×

×

C1(α; b)

t∑
j=1

b(2−α)νj + C2(α; b)

t∑
j=1

b2(1−α)νj + C3(α; b)

 ,
където константите C1(α; b), C2(α; b) и C3(α; b) са дефинирани
в явен вид в дисертацията.

Нека α = 2. Тогава имаме следното:
(i) (оценка отгоре) В сила е неравенството(

N.FN (W(b);α = 2;β = 2; γ;SΣ
b )
)2

≤ C4(b) log[(b− 1)N + 1] + C5(b) + C6(b)
1

N2
,

където константите C4(b), C5(b) и C6(b) са дефинирани в явен
вид в дисертацията.

(ii) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α = 2;β = 2; γ;SΣ
b ) ∈ O

(√
logN

N

)
.

Нека α > 2. Тогава се получава следното:
(iii) (оценка отгоре) В сила е неравенството(

N.FN (W(b);α;β = 2; γ;SΣ
b )
)2

≤ C7(α; b) + C8(α; b)
1

Nα−2
+ C9(α; b)

1

N2(α−1)
,

където константите C7(α; b), C8(α; b) и C9(α; b) са дефинирани
в явен вид в дисертацията.

(iv) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α;β; γ;SΣ
b ) ∈ O

(
1

N

)
.



20 2. Тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония

Теорема 2.5 Нека SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 е произволна обобщена
редица на Ван дер Корпут.

Нека α = 2 е фиксирано реално и β = 1. Тогава имаме след-
ното:

(i) (оценка отдолу) Неравенстовото

FN (W(b);α = 2;β = 1; γ;SΣ
b ) ≥

√
b− 1

8b log b
·
√

logN

N

е изпълнено за безбройно много стойности на N от вида N =
101 . . . 101, където броят на единиците е r, r ≥ 1.

(ii) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α = 2;β = 1; γ;SΣ
b ) ∈ Ω

(√
logN

N

)
.

Нека α > 2 и β = 1. Тогава се получава следното:
(iii) (оценка отдолу) Неравенството

FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ
b ) ≥

√
bα − b
bα

· 1

N

е изпълнено за безбройно много стойности на N от вида N =
bν + 1, където ν > 0 е произволно цяло.

(iv) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α;β = 1; γ;SΣ
b ) ∈ Ω

(
1

N

)
.

Теорема 2.6 Нека SΣ
b = (SΣ

b (n))n≥0 е произволна обобщена
редица на Ван дер Корпут.

Нека α = 2 и β = 2. Тогава се получава следното:
(i) (оценка отдолу) Неравенството

FN (W(b);α = 2;β = 2; γ;SΣ
b )
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≥ 1

b
·

√
(b4 − 1)(b3 − 1)(b− 1)

8 [b6 − (b2 + 1)b2 + 1] log b
·
√

logN

N

е изпълнено за безбройно много стойности на N от вида N =
101 . . . 101, където броят на единиците е r, r ≥ 1.

(ii) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α = 2;β; γ = 2;SΣ
b ) ∈ Ω

(√
logN

N

)
.

Нека α > 2 е фиксирано реално и β = 2. Тогава се получава
следното:

(iii) (оценка отдолу) Неравенството

FN (W(b);α;β = 2; γ;SΣ
b )

≥

√
(b2α − b)(bα − b)(b2α − 1)

b5α − (b2 + 1)b3α + b2bα
· 1

N

е в сила за безбройно много стойности на N от вида N = bν+1,
където ν > 0 е произволно цяло.

(iv) (асимптотично поведение) В сила е, че

FN (W(b);α;β = 2; γ;SΣ
b ) ∈ Ω

(
1

N

)
.

В случая когато α = 2 (β ≥ 1) се получава следното: В Тео-

рема 2.3 (ii) и Теорема 2.4 (ii) получаваме порядък O
(√

logN

N

)
на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония на обобщената редица на
Вад дер Корпут. В Теорема 2.5 (ii) и Теорема 2.6 (ii) се получа-
ва, че за безбройно много стойности на N е в сила включването

FN (W(b);α;β; γ;SΣ
b ) ∈ Ω

(√
logN

N

)
. Тези резултати показват че

полученият порядък O
(√

logN

N

)
на FN (W(b);α;β; γ;SΣ

b ) е то-
чен.
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В случая когато α > 2 (β ≥ 1) се получава следното: В Тео-

рема 2.3 (iv) и Теорема 2.4 (iv) резултатът е порядъкът O
(

1

N

)
на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония на обобщената редица на
Ван дер Корпут. В теорема 2.5 (iv) и Теорема 2.6 (iv) се получа-
ва, че за безбройно много стойности на N е в сила включването

FN (W(b);α;β; γ;SΣ
b ) ∈ Ω

(
1

N

)
. Тези резултати показват, че по-

лученият порядък O
(

1

N

)
на FN (W(b);α;β; γ;SΣ

b ) е точен.

По-добрият порядък O
(

1

N

)
се дължи на факта, че при α >

2 се използват коефициенти ρ(α;β; γ; b; k) които имат по-бърза
скорост на клонене към нула, отколкото скоростта на клонене
на коефициентите ρ(α;β; γ; b; k) която съотвества на стойността
α = 2.

В този случай когато α = 2 и β ≥ 1 от Теорама 2.3 (ii) и
Теорама 2.4 (ii) се получава, че b−ичната диафония на обобще-

ната редица на Ван дер Корпут има точен порядък O
(√

logN

N

)
.

Този резултат е показан по-рано в [ГрСт 2].
Показано е, че точният порядък на тегловата (W(b);α;β; γ)-

диафония на редицата на Ван дер Корпут зависи от параметъра
α. Така, се реализира първата мотивация за избора на параме-

търа α. Отбелязва се, че точният порядък O
(

1

N

)
на тегловата

(W(b);α;β; γ)−диафония на редица SΣ
b се подобрява в случая

α > 2.

В подпараграф 2.4.2 е представена Лема 2.5, като предвари-
телна стъпка за доказателството на основните теореми, предста-
вени в предходния параграф.

В подпараграф 2.4.3 е представена лема 2.6, където е пока-
зана оценката отгоре на тригонометричната сума на обобщената
редица на Ван дер Корпут.
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В следващите подпараграфи в дисертацията са представени
доказателствата на Теорема 2.3, Теорема 2.4, Теорема 2.5 и Тео-
рема 2.6
2.5 Апендикс − Доказателства на някои

използвани резултати
В параграф 2.5 на дисертацията може да се проследят

докозателствата на Лема 2.1, Лема 2.2, Лема 2.3, Лема 2.4 и
Лема 2.5.



3. МНОГОМЕРНО ИНТЕГРИРАНЕ В
ХИЛБЕРТОВОТО ПРОСТРАНСТВО HW(B);α;β;γ

В трета глава на дисертацията е въведено тегловото Хил-
бертово пространство HW(b);α;β;γ . Получена е точна формула за
грешката на интегрирането в това пространство, чрез използ-
ване на квази-Монте Карло алгоритъма. Намерена е връзката
между (W(b);α;β; γ)− диафонията и грешката e(HW(b);α;β;γ ;PN )
на интегрирането в това пространство. Получени са порядъците
на грешката на интегрирането e(HW(b);α;β;γ ;Pbm) в дефинира-
ното пространство HW(b);α;β;γ , чрез използването на конкретна
(t,m, s)−мрежа.

3.1 Постановка на задачата
В тази глава са поставени за решаване следните задачи:

Задача 3.1 Да се дефинира Хилбертово пространство
HW(b);α;β;γ , основаващо се на системата на Уолш функциите и
зависещо от параметрите α, β и γ.

Задача 3.2 Да се получи формула за грешката
e(HW(b);α;β;γ ;PN ) на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ .

Задача 3.3 Да се намери връзката между грешка-
та e(HW(b);α;β;γ ;PNx) на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ и тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония на мрежата PN .

Задача 3.4 Да се намерят порядъците на грешка-
та e(HW(b);α;β;γ ;Pbm) на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ , чрез използването на (t,m, s)−мрежа.
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3.2 Формула за грешката на интегрирането в
пространството HW(b);α;β;γ

В този параграф е дефинирано пространството
HW(b);α;β;γ и e изведена формулата за грешката на интегрира-
нето в това пространство. Това са решенията на поставените
задачи 3.1 и 3.2.

В глава втора чрез формула (2.3) от дисертацията бяха дефи-
нирани специални коефициенти R(α;β; γ; b; k). Те са използвани
за дефиниране на тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония. Тук съ-
щите коефициенти са използвани за дефинирането на специални
функции, които са пораждащи ядра.

За произволно реално α > 1, цяло фиксирано β ≥ 1 и цяло
k ≥ 0 се дефинира коефициентът

ρ(α;β; γ; b; k) =

{
1, ако k = 0,

γb−α
∑min(#k,β)
i=1 gi , ако k 6= 0.

Представена е и многомерната версия на коефициентите. За
вектор k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 и вектор γ = (γ1, . . . , γs) от тегла, се
дефинира коефициентът

R(α;β; γ; b;k) =

s∏
j=1

ρ(α;β; γj ; b; kj). (3.5)

За две произволни функции f и g, дефинирани над [0, 1)s, се
определя скаларното произведение, чрез формулата

< f, g >W(b);α;β;γ

=
∑
k∈Ns0

R−1(α;β; γ; b;k)f̂W(b);α;β;γ(k)ĝW(b);α;β;γ(k),

където f̂W(b);α;β;γ(k) и ĝW(b);α;β;γ(k) означават коефициентите на
Фурие за функциите f и g.

За произволна функция f, нормата ‖ · ‖W(b);α;β;γ се дефинира
като

‖f‖W(b);α;β;γ =
√
< f, f >W(b);α;β;γ .
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Тогава пространството HW(b);α;β;γ се дефинира като

HW(b);α;β;γ =
{
f : ‖f‖HW(b);α;β;γ

< +∞
}

Като се използва коефициентът (3.5) е дефинирана функци-
ята

Kα,β,γ(x,y)

=
∑
l∈Ns0

R(α;β; γ; b; l)bwall(x)bwall(y), x,y ∈ [0, 1)s (3.7)

Доказано е следното твърдение:
Твърдение 3.1 Функцията Kα,β,γ(x,y), дефинирана чрез

равенството (3.7) е пораждащо ядро за Хилбертовото прос-
транство HW(b);α;β;γ .

В подпараграф 3.2.2 е представена грешката на интегриране-
то в разглежданото от нас пространство HW(b);α;β;γ , чрез изпол-
зването на произволна мрежа PN . В сила е следната теорема:

Теорема 3.1 Нека α > 1 е фиксирано реално, β ≥ 1 е фикси-
рано цяло и γ е вектор от тегла. Нека PN = {x0,x1, . . . ,xN−1}
е произволна мрежа, състояща се от N точки в [0, 1)s. Тога-
ва грешката на интегрирането в Хилбертовото пространство
HW(b);α;β;γ , чрез използване на мрежата PN , удовлетворява ра-
венството

e2(HW(b);α;β;γ ;PN )

= −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

∑
k∈Ns0

R(α;β; γ; b;k)bwalk(xn)bwalk(xm).

3.3 Връзка между тегловата (W(b);α; β; γ)−
диафония и грешката на интегрирането
e(HW(b);α;β;γ;PN) в пространството HW(b);α;β;γ

В този параграф е представена грешката
e(HW(b);α;β;γ ;PN ) на интегрирането в пространството HW(b);α;β;γ

в термините на тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония. По-този
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начин се представя връзката, която съществува между тегло-
вата (W(b);α;β; γ)− диафония и грешката на интегрирането
e(HW(b);α;β;γ ;PN ) в пространството HW(b);α;β;γ .

В сила е следната теорема:
Теорема 3.2Нека PN = {x0,x1, . . . ,xN−1} е произволна мре-

жа, състояща се от N точки в s−мерния единичен куб [0, 1)s.
Грешката e(HW(b);α;β;γ ;PN ) в най-лошия случай на интегрира-
нето в Хилбертовото пространство HW(b);α;β;γ чрез използва-
не на мрежата PN и тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония на
мрежата PN са свързани с равенството

e(HW(b);α;β;γ ;PN ) =
√
C(α;β; γ; b)F (W(b);α;β; γ;PN ),

където константата C(α;β; γ; b) се дефинира чрез равенството
(2.4) от дисертацията.

3.4 Върху порядъците на грешката в най-лошия
случай на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ

В параграф 3.4 са получени порядъците на греш-
ката в най-лошия случай на интегрирането в пространство-
то HW(b);α;β;γ . Показано е влиянието на параметрите α и β
върху порядъка на грешката в най-лошия случай на интег-
рирането в пространството HW(b);α;β;γ чрез използването на
(t,m, s)−мрежа.

В подпараграф 3.4.1 са представени някои предварителни по-
нятия и твърдения, които са необходими, за да се изведат ос-
новните резултати. В дисертацията са дефинирани понятията
елементарен интервал, (t,m, s)−мрежа, обяснено е също така и
понятието trancation − срязване и не на последно място е при-
помнена и точната стойност на тригонометричната сума на про-
изволна (t,m, s)−мрежа, конструирана от матриците C1, . . . , Cs.

В подпараграф 3.4.2 е представена формулата за грешка-
та в най-лошия случай на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ , чрез използването на произволна (t,m, s)- мрежа.
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Теорема 3.3 Нека Pbm = {x0, . . . ,xbm−1} е произволна
(t,m, s)- мрежа над Zb, състояща се от bm точки от [0, 1)s.
Нека Pbm е генерирана от матриците C1, C2, . . . , Cs и нека да
се дефинира множеството

χ =
{
k = (k1, . . . , ks) ∈ Ns0 : CT1 trm(k1) + . . .+ CTs trm(ks) = 0

}
.

Тогава грешката в най-лошия случай на интегрирането в
тегловото Хилбертово пространство HW(b);α;β;γ , чрез използ-
ването на мрежата Pbm удовлетворява равенството

e2(HW(b);α;β;γ ;PN ) =
∑

k∈χ\{0}

R(α;β; γ; b;k),

където коефициентът R(α;β; γ; b; k) се дава чрез равенство
(2.3) от дисертацията.

В подпараграф 3.4.3 са представени някои предварителни ре-
зултати, които са използвани в доказателствата на основните ре-
зултати.

В подпараграф 3.4.4 са посочени три теореми, където са пред-
ставени оценките отгоре на интегрирането в разглажданото от
нас Хилбертово пространството HW(b);α;β;γ , чрез използването
на (t,m, s)−мрежа, конструирана по матричния принцип.

Нека чрез символа Mb,m се означат множествата от всички
m×m матрици, с елементи от множеството Zb = {0, 1, . . . , b− 1} .

Теорема 3.4 За произволно реално λ, 0 < λ ≤ 1 съществу-
ват набор от матрици C

′

1, . . . , C
′

s ∈ Mb,m, такива че е в сила
неравенството

e2λ(C
′

1, . . . , C
′

s) ≤ −1 +

s∏
j=1

∞∑
lj=0

ρλ(α;β; γ; bmlj)

+
1

bm

s∏
j=1

∞∑
lj=0

bm−1∑
kj=0

ρλ(α;β; γ; bmlj + kj).
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Теорема 3.5 Нека α > 1 е произволно и фиксирано реално.
Нека β = 1. Нека γ = (γ1, . . . , γs), където γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γs > 0
е произволен вектор от тегла. Тогава е в сила следното:

(i) (оценка отгоре) Нека 1
α < λ ≤ 1 е произволно число.

Нека β = 1. Тогава съществува дигитална (t,m, s)−мрежа Pbm
над Zb такава, че грешката на интегрирането в пространст-
вото HW(b);α;β;γ , чрез използването на мрежата Pbm удовлет-
ворява неравенството

e2λ(HW(b);α;β=1;γ ;Pbm)

≤ −1 +

s∏
j=1

[
1 + γλj (b− 1)

bαλ

bαλ − b
b−αλm

]

+
1

bm

s∏
j=1

[
1 + γλj (b− 1)

bαλ

bαλ − b

]
.

(ii) (асимптотично поведение) За всяко α > 1 е в сила
включването

e(HW(b);α;β=1;γ ;Pbm) ∈ O(b−
α
2m).

(iia) Ако 1 < α < 2, то съществува число ε, 0 < ε <
1

2
, че е

в сила включването

e(HW(b);α;β=1;γ ;Pbm) ∈ O(b−(1−ε)m);

(iib) Ако α = 2, то е в сила включването

e(HW(b);α;β=1;γ ;Pbm) ∈ O(b−m);

(iic) Ако α > 2, то съществува число ε > 0, че е в сила
включването

e(HW(b);α;β=1;γ ;Pbm) ∈ O(b−(1+ε)m).
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Теорема 3.6 Нека α > 1 е произволно и фиксирано реално.
Нека β = 2. Нека γ = (γ1, . . . , γs), където γ1 ≥ γ1 ≥ . . . ≥ γs > 0
е произволен вектор от тегла. Тогава е в сила следното:

(i) (оценка отгоре) Нека 1
2α < λ ≤ 1 е произволно число. То-

гава съществува дигитална (t,m, s)−мрежа Pbm над Zb такава,
че грешката на интегрирането в пространството HW(b);α;β;γ ,
чрез използването на мрежата Pbm удовлетворява неравест-
вото

e2λ(HW(b);α;β=2;γ ;Pbm)

≤ −1 +

s∏
j=1

[
1 + γλ(b− 1)

bαλ

bαλ − 1
b−αλm

+γλ(b− 1)
b2αλ

(b2αλ − 1)(b2αλ − b)
b−2αλm

]
+

1

bm

s∏
j=1

[
1 + γλ(b− 1)

bαλ(bαλ + b)

b2αλ − b

+γλ(b− 1)2 bαλ

(bαλ − 1)2
b−αλm

−γλ(b− 1)2 b2αλ

(bαλ − 1)2(bαλ + 1)
b−2αλm

]
;

(ii) (асимптотично поведение) За всяко α > 1 е в сила
включването

e(HW(b);α;β=2;γ ;Pbm) ∈ O(b−
α
2m).

(iia) Ако 1 < α < 2, то съществува число ε, 0 < ε < 1
2 , че е

в сила включването

e(HW(b);α;β=2;γ ;Pbm) ∈ O(b−(1−ε)m);

(iib) Ако α = 2, то е в сила включването

e(HW(b);α;β=2;γ ;Pbm) ∈ O(b−m);
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(iic) Ако α > 2, то съществува число ε > 0, че е в сила
включването

e(HW(b);α;β=2;γ ;Pbm) ∈ O(b−(1+ε)m).

3.5 Заключение
В параграф 3.5 получените резултати от глави две и три

на дисертацията са коментирани обстойно.
Както може да се види след коментарите на Теорема 2.6 от

втора глава, се показва влиянието на параметъра α върху точ-
ните порядъци на тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония на обоб-
щената редица на Ван дер Корпут. А именно в случая когато

α = 2, се получава порядъкът O
(√

logN

N

)
на разглежданата

от нас диафония. А с увеличаване на стойността на параметъра

α (α > 2), съответно се получива порядъка O
(

1

N

)
. Сравнявай-

ки получените два порядъка, се стига до извода, че по-добрият

порядък O
(

1

N

)
се дължи на факта, че при избора на пара-

метъра α > 2, се използват коефициенти ρ(α;β; γ; b; k), които
имат по-бърза скорост на клонене към нула, отколкото скорост-
та на клонене на коефициентите ρ(α;β; γ; b; k), която съотвества
на скоростта α = 2.

С това се показва, че точните порядъци на тегловата
(W(b);α;β; γ)− диафония на обобщената редица на Ван дер Кор-
пут зависят от избора на параметъра α. А именно, че те се по-
добряват в случая когато α > 2.

Използването на параметъра β се реализира по следната схе-
ма:

В това изследване беше дефинирана една специална функция
Kα,β,γ(x,y), която се явява пораждащо ядро за функционално-
то пространство HW(b);α;β;γ . Дефиницията на тази функция съ-
ществено зависи от въведения параметър β ≥ 1. Основна цел е
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да се представи грешката на интегрирането e(HW(b);α;β=1;γ ; ·) в
термините на тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония на мрежата,
която е съставена от възлите на интегрирането. По този начин
се показа, че тези две характеристики − грешката на интегри-
рането и диафонията са свързани помежду си. Това е една от
изходните позиции, за да се даде видът на дифонията, предста-
вена в Дефиниция 2.2. Разгледа се диафонията само от гледна
точка на това, тя да бъде мярка за равномерното разпределе-
ние на рeдици. Тази връзка беше представена в параграф 3.2 на
дисертацията.

Влиянието на параметъра β върху оценките на грешката на
интегрирането e(HW(b);α;β;γ ; ·) във функционалното пространст-
во HW(b);α;β;γ е следното: В случая когато β = 1 оценката отгоре
на грешката е валидна за всяко λ такова,че 1

α < λ ≤ 1. В случая
когато β = 2 оценката отгоре на грешката е валидна за всяко λ
такова, че 1

2α < λ ≤ 1.
Що се отнася до порядъците на грешката на интегрирането,

те са едни и същи в случаите когато β = 1 и β = 2. По този
начин β не оказва влияние на порядъка на грешката на интегри-
рането. Обаче доказателствата на Теорема 3.5 и Теорема 3.6 се
основават на използването на леми, представени в параграф 3.4.
От хода на доказателствата на тези леми, ясно се вижда, раз-
личната техника за тяхното доказване. Тук обаче параметърът
β влия съществено на резултатите на тези леми.

И така параметърът β се използва съществено при дефини-
рането на функционалното пространство HW(b);α;β;γ , тегловата
(W(b);α;β; γ)− диафония и връзката която се показава, че съ-
ществува между грешката на интегрирането в пространството
HW(b);α;β;γ и тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония.

Това бе основният мотив за въвеждане на един нов параме-
тър β, който се използва, за да се дефинира функционалното
пространство HW(b);α;β;γ и тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония.
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В четвърта глава от дисертацията е представена нова коли-
чествена мярка за неравномерноста на разпределението на хиб-
ридни редици, така наречената хибридна диафония. Нейната де-
финиция се основава на използването на функционална систе-
ма, която е тензорно произведение на тригонометричната систе-
ма T , Уолш функционалната система над крайни групиWGb,ψb

,
b−ичната функционална система Γb и системата на Виленкин
функциите V ilBs . Като специални случаи от хибридната теглова
диафония се получават всички известни видове на диафонията.
Показва се също и изчислителната сложност O(N2) на хибрид-
ната диафония. Конструира се функционалният клас Hhybrid

F,α,γ ,
който е хибридно Хилбертово пространство, което се генерира от
специални пораждащи ядра и се получава формула за грешката
на интегрирането в това пространство. Не на последно място се
доказва, че двете характеристики − грешката на интегриране-
то в хибридното Хилбертово пространство Hhybrid

F,α,γ и тегловата
хибридна диафония, с точност до мултипликативна константа,
са равни помежду си.

4.1 Основни функционални системи
В параграф 4.1. са представени конструкциите на четири

функционални системи − тригонометричната система T , Уолш
функционалната система над крайни групи WGb,ψb

, b−ичната
функционална система Γb и системата на Виленкин функциите
V ilBs , които са основен инструмент за реализирането на поста-
вените цели.
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4.2 Хибридна функционална система
В подпараграф 4.2.1 е въведена и е представена конст-

рукцията на хибридната функционална система.
Концепцията на хибридната функционална система се осно-

вава на следните детайли: Нека s ≥ 1 означава фиксирана раз-
мерност. Нека да изберем четири числа s1, s2, s3, s4 такива, че за
τ = 1, 2, 3, 4 0 ≤ sτ ≤ s и s1 + s2 + s3 + s4 = s. Числото sτ ще
означава подразмерността в настоящата работа.

Нека b(2) = (b
(2)
1 , . . . , b

(2)
s2 ) е вектор от цели числа, не неп-

ременно всички различни помежду си и нека b
(2)
j ≥ 2. За

j = 1, 2, . . . , s2 нека (G
b
(2)
j
,⊕G

b
(2)
j

) е крайната абелева група от

ред b
(2)
j , ψ

b
(2)
j

: Z
b
(2)
j
→ G

b
(2)
j

е произволна биекция с условието
ψ
b
(2)
j

(0) = 0. Нека
WG

b(2) ,ψb(2)

= {G
b
(2)
j

,ψ
b
(2)
j

walk(2)(x) : k(2) ∈ Ns20 , x ∈ [0, 1)s2}

е съответната система от Уолш функции над групата Gb(2) по
отношение на биекцията ψb(2) .

Нека b(3) = (b
(3)
1 , . . . , b

(3)
s3 ) е вектор от цели числа, не неп-

ременно всички различни помежду си и нека b(3)
j ≥ 2. Нека за

j = 1, 2, . . . , s3

Γ
b
(3)
j

= {γ
k
(3)
j

(x) : k
(3)
j ∈ N0, x ∈ [0, 1)}

да бъдат съответните b(3)
j −ични функционални системи.

За произволен вектор k(3) = (k
(3)
1 , . . . , k

(3)
s3 ) ∈ Ns0 функционал-

ната система Γ
(3)
b се дефинира като тензорното произведение

Γ
(3)
b = Γ

b
(3)
1
× . . .× Γ

b
(3)
s3

.

Нека Bs4 = (B1, . . . , Bs4) е множества от редици от основи.
Нека

V ilBs4 = {Bs4V ilk(4)(x) : k(4) ∈ Ns40 , x ∈ [0, 1)s4}
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е функционалната система на Виленкин, която съответства на
множеството Bs4 .

Дефиниция 4.8 Хибридната функционална система

Fhybrid = T s1 ⊗WG
b(2) ,ψb(2)

⊗ Γb(3) ⊗ V ilBs4 ,

или с повече детайли

Fhybrid = [T ⊗ . . .⊗ T ]︸ ︷︷ ︸
s1−пъти

⊗[WG
b
(2)
1

,ψ
b
(2)
1

⊗ . . .⊗WG
b
(2)
s2

,ψ
b
(2)
s2

]

⊗[Γ
b
(3)
1
⊗ . . .⊗ Γ

b
(3)
s3

]⊗ [V ilB1 ⊗ . . .⊗ V ilBs4 ]

се дефинира като тензорно произведение на тригонометрични
функционална системата T s1 от размерност s1, Уолш функци-
оналната система WG

b
(2)
j

,ψ
b
(2)
j

, 1 ≤ j ≤ s2, b
(3)
j −ичната функци-

онална система Γ
b
(3)
j
, 1 ≤ j ≤ s3 и функционалната ситемата

на Виленкин V ilBj , 1 ≤ j ≤ s4.

Дефинирана е хибридната функционална система

Fhybrid = {fk(x) : k ∈ Zs1 × Ns2+s3+s4
0 , x ∈ [0, 1)s}.

В подпараграф 4.2.2 е представена следната теорема:
Теорема 4.1 Функционалната система

Fhybrid = {fk(x) : k ∈ Ns0, x ∈ [0, 1)s}.

е пълна ортонормирана функционална система над пространс-
твото L2([0, 1)s).

В подпараграф 4.2.3 са представени предварителни резулта-
ти, чрез които се доказва Теорема 4.1., чието доказателство е
предтавено в подпараграф 4.2.4.

В подпараграф 4.2.5 е представен аналог на критерия на Вайл
в термините на функциите от хибридната система.
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Теорема 4.2 (Хибриден аналог на критерия на Вайл)
Редицата ξ = (xn)n≥0 от точки в [0, 1)s е равномерно разпреде-
лена, тогава и само тогава, когато граничното равенство

lim
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

fk(xn) = 0

е изпълнено за всеки вектор k 6= 0.

4.3 Обзор на известни типове диафонии
В параграф 4.3 са дефинирани всички известни до сега ти-

пове диафонии, като класическата диафония, диадичната диа-
фония, b-ичната диафония, обобщената b-ична диафония, обща-
та диафония, тегловата b-ична диафония, тегловата диафиния,
тегловата p−ичната диафония и хибридната диафония.
4.4 Постановка на задачата

В параграф 4.4 от дисертацията са поставени за решаване
следните задачи:

Задача 4.1 Да се предложи дефиниция на хибридната
версия на тегловата диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ), която да се
основава на използването на специални коефициенти и Хибрид-
ната функционална система F .

Задача 4.2 Да се докаже, че така дефинираната хибрид-
на теглова диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) е количествена мярка
за равномерно разпределение на хибридни редици.

Задача 4.3 Да се покаже изчислителната сложност на
тегловата хибридна диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ).

Задача 4.4 Да се дефинира теглово Коробово простран-
ство Hhybrid

F,α,γ , чиято дефиниция се основа на използването на спе-
циални коефициенти и хибридната функционална система F .

Задача 4.5 Да се изведе формула за грешката на интег-
рирането e(F ;b;α; γ;PN ) в пространството Hhybrid

F,α,γ в термините
на функциите от функционалната хибридна система F .

Задача 4.6 Да се намери връзката, която съ-
ществува между грешката на интегрирането e(F ;b;α; γ;PN )
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в пространството Hhybrid
F,α,γ и хибридната теглова диафония

FhybridN (F ;b;α; γ;PN ) на мрежата от точки PN , които се използ-
ват като възли на интегрирането.
4.5 Хибридната теглова диафония

F hybrid
N (F ;b;α; γ; ξ)
В този параграф е въведена версия на тегловата хибридна

диафония.
В подпараграф 4.5.1 е представена кратка теоретична поста-

новка на параметрите и са дефинирани някои теоретико-числови
леми.

В подпараграф 4.5.2 е дефинирана тегловата хибридна диа-
фония.

Дефиниция 4.13 Нека b, α и γ са дадени вектори от ос-
нови, параметри и тегла, дефинирани по-горе в настоящето
изложение. Нека ξ = (xn)n≥0 е произволна редица от точки в
[0, 1)s. Tогава за всяко цяло N ≥ 1 хибридната теглова диафо-
ния на първите N елемента на редицата ξ се дефинира като

FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) =

(
1

C(α; γ;b(2);b(3);Bs4)
×

∑
k∈Zs1×Ns2+s3+s4

0 \{0}

R(α; γ;b(2);b(3);Bs4 ;k)

∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

fk(xn)

∣∣∣∣∣
2


1
2

,

където коефициентът R(α; γ;b(2);b(3);Bs4 ;k) се дефинира
чрез равенство (4.27) от дисертацията, а константата
C(α; γ;b(2);b(3);Bs4) се дефинира чрез равенство (4.32) от ди-
сертацията.

В теорема 4.3 е показано, че хибридната теглова диафония
FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) е мярка за неравномерността на разпределе-
ние на хибридни редици.

Теорема 4.3 Редицата ξ е равномерно разпределена в [0, 1)s
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тогава и само тогава, когато граничното равенство

lim
N→∞

FhybridN (F ;b;α; γ; ξ) = 0

е вярно за дефинираните вектори b, α и γ.
След като се направи специален избор на функционалната

система и параметрите b, α и γ от Дефиниция 4.9, като специ-
ални случаи, се получават следните типове диафонии:

1. Нека s ≥ 1 е фиксирана размерност, s = s1 + s2 + s3, къ-
дето sτ ∈ N0 и s4 = 0. Използва се тригонометричната система
T s1 в размерността s1, Уолш функционалната система в размер-
ността s2 и b−ичната функционална система Γb в размерност
s3. Хибридната функционална система е тензорно произведение
на горните системи. Избират се параметрите α = (2, . . . , 2) и
γ = (1, . . . , 1). Тогава, получената диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ)
е точно хибридната диафония, въведена от Хелекалек [Хе 3].

2. Нека s ≥ 1 е фиксирана размерност, s3 = s и s1 = s2 = s4 =
0. Нека b = p = (p1, . . . , ps) е вектор от s не непременно всич-
ки различни помежду си прости числа. Използва се p−ичната
функционалан система Γp в размерността s3. Избират се пара-
метрите α = (2, . . . , 2) и γ = (1, . . . , 1). Тогава, получената диафо-
ния FN (Γp;p;α; γ; ξ) е точно p−ичната диафония, представена
от Хелекалек [Хе 2].

3. Нека s ≥ 1 е фиксирана размерност, s1 = s и s2 = s3 = s4 =
0. Използва се тригонометричната система T s от размерност s.
Параметрите α и γ са произволни, но подчинени на въведени-
те условия. Тогава, получената диафония FN (T s;α; γ; ξ) е точно
диафонията, въведената от Ристовска и Грозданов [Гр Рис 1].
Ако се изберат параметрите α = (2, . . . , 2) и γ = (1, . . . , 1), то-
гава получената диафония FN (T s;α; γ; ξ) е точно класическата
диафония, представена от Цинтерхоф [Цин 1].

4. Нека s ≥ 1 е фиксирана размерност, s2 = s и s1 = s3 =
s4 = 0. Нека b = (b, . . . , b) е вектор с фиксирана основа b ≥ 2,
Gb = (Gb, . . . , Gb) и ψb = (ψb, . . . , ψb).Използва се УолшФункци-
оналната система над крайни групи Gb по отношение на биекци-
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ята ψb.Избират се параметрите α = (2, . . . , 2) и γ = (1, . . . , 1). То-
гава, получената диафония FN (WalGb,ψb

;b;α; γ; ξ) е точно обоб-
щената b−ична диафония, дефинирана от Грозданов, Николава
и Стоилова [Гр Ник Ст].

5. Ако системата WGb,ψb
се замени със системата WZb,idb =

W(b) от функциите на Уолш при основа b ≥ 2. И се избират
параметрите α = (2, . . . , 2) и γ = (1, . . . , 1). Тогава, получената
диафония FN (W(b);α; γ; ξ) е точно b−ичната диафония, въведе-
на от Грозданав и Стоилова [ГрСт 1]. Накрая, ако се положи
b = 2, тогава получената диафония FN (W(2);α; γ; ξ) е точно ди-
адичната диафония, дефинирана от Хелекалек и Лийб [Хе Ли
1].
4.6 Изчислителната сложност на хибридната теглова

диафония
В параграф 4.6 е показана изчислителната сложност на хиб-

ридната теглова диафония.
В подпараграф 4.3.1 от дисертацията са представени редица

предварителни резултати, необходими за доказването на основ-
ния резултат на този параграф. В подпараграф 4.6.2 е доказана
следната теорема: Доказана е следната теорема:

Теорема 4.4 Нека PN = {x0,x1, . . . ,xN−1} е произвол-
на мрежа, състояща се от N точки в [0, 1)s. За 0 ≤ n ≤
N − 1 точките на мрежата PN ще се представят във ви-
да xn = (x

(1)
n ,x

(2)
n ,x

(3)
n ,x

(4)
n ), където за 1 ≤ τ ≤ 4 x

(τ)
n =

(x
(τ)
n,1, x

(τ)
n,2, . . . , x

(τ)
n,sτ ). Нека за 2 ≤ τ ≤ 4 координатите на век-

торите x
(τ)
n удовлетворяват условията (C1τ ) или (C2τ ) в час-

тен случай, всички координати на точките xn са рационални
числа. Тогава хибридната теглова диафония на мрежата PN
удовлетворява равенството

(F hybrid(F ;b;α; γ;PN ))2 = C−2(α; γ;b(2);b(3);Bs4)

× 1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

Ψ(b;α; γ;xn 	[0,1)s

hubrid xm),
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където функцията Ψ(b;α; γ;x) е дефинирана в Лема 4.11, а ве-
личината C(α; γ;b(2);b(3);Bs4) е дефинирана чрез равенството
(4.32) от дисертациятя.

Теорема 4.4 показва, че изчислителната сложност на хибрид-
ната диафония е O(N2).

4.7 Върху грешката на интегрирането в хибридното
теглово пространство Hhybrid

F ,α,γ
В параграф 4.7 е изведена грешката на интегрирането в

хибридното теглово пространство Hhybrid
F,α,γ .

В подпараграф 4.7.1 е представена кратка теоретична пос-
тановка за Хилбертовите пространства, които се генерират от
пораждащи ядра.

В подпараграф 4.7.2 s−мерното Хилбертовото пространство
Hhybrid
F,b,α,γ , което се основава на хибридната система Fhybrid и па-

раметрите b(2), b(3), Bs4 , α, γ, се дефинира като тензорно произ-
ведение на съответните подразмерни Хилбертови пространства,
както следва

Hhybrid
F,b,α,γ = HT s1 ,α(1),γ(1) ⊗HG

b(2) ,ψb(2) ,α(2),γ(2)

⊗HΓ
b(3) ,α(3),γ(3) ⊗HV ilBs4

,α(4),γ(4) .

Пораждащото ядро на пространствотоHhybrid
F,b,α,γ се дава чрез фор-

мулата
KF,b,α,γ(x,y)

=
∑

k∈Zs1×Ns2+s3+s4
0

R(α; γ;b(2);b(3);Bs4 ;k)fk(x)fk(x), x,y ∈ [0, 1)s.

В подпараграф 4.7.3 е представена формулата за грешката
на интегрирането в пространството Hhybrid

F,b,α,γ .

Теорема 4.5 Нека векторът b от основи, векторите α от
параметри и γ от тегла са дефинирани по-горе в работа. Не-
ка PN = {x0,x1, . . . ,xN−1, } е произволна мрежа от N точки
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в [0, 1)s. Тогава грешката на интегрирането в Хилбертовото
пространство Hhybrid

F,b,α,γ удовлетворява равенството

e2(F ;b;α; γ;PN ) = −1 +
1

N2

N−1∑
n=0

N−1∑
m=0

∑
k∈Zs1×Ns2+s3+s4

×R(α; γ;b(2);b(3);Bs4 ;k)fk(xn) · fk(xm).

В подпараграф 4.7.4 е дадена връзката между грешката на
интегрирането в пространството Hhybrid

F,b,α,γ и хибридната теглова
диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ).

Теорема 4.6 Нека PN = {x0,x1, . . . ,xN−1, } е произвол-
на мрежа, състояща се от N ≥ 1 точки в [0, 1)s. Грешката
e(F ;b;α; γ;PN ) на интегрирането в Хилбертовото пространс-
тво Hhybrid

F,b,α,γ основаваща се на използването на мрежата PN и
хибридната теглова диафония F hybrid(F ;b;α; γ;PN ) на мрежа-
та PN са свързани с равенството

e(F ;b;α; γ;PN )

=
√
C(α; γ;b(2);b(3);Bs4)F hybrid(F ;b;α; γ;PN ),

където константата C(α; γ;b(2);b(3);Bs4) се дефинира с равен-
ство (4.32) от дисертацията.

В подпараграф 4.7.5 е дадено заключение, в което са комен-
тирани резултатите получени в тази глава. Тези коментори са:
В четвърта глава от дисертацията се въведе нова версия на тег-
ловата хибридна диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ).

Също така са представени нови идеи и компоненти в сравне-
ние с резултати, получени от други автори. А именно въвежда
се нова, четвърта функционална система, тъй наречената фун-
кционална система на Виленкин. Оригиналните Уолш функции,
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които са използвани от други автори, са заменени с много по-
обща функционална система на Уолш функциите над крайни
групи.

Коефициентите, които са използвани в тази глава от дисерта-
ция се състоят от следните елементи: тегла γj , които са положи-
телни и не растат, т.е. изпълняват условието γ1 ≥ . . . ≥ γs > 0.
Параметрите αj > 1, които определят скоростта на сходимост
към нула на коефициентите, участващи в дефиницията на тег-
ловата хибридна диафония FhybridN (F ;b;α; γ; ξ).

Тези коефициенти Rτ (α; γ; k), 1 ≤ τ ≤ 4 се използват в дефи-
ницията на тегловата хибридна диафония. Те са равни на коефи-
циентите, които се използват за дефиниране на специални функ-
ции, които се явяват пораждащи ядра на Хилбертови прастран-
ства от съответните подразмерности. Тогава, хибридното хил-
бертово пространство от размерност s се явява тензорно про-
изведение на съответните хилбертови пространства от по-малки
размерности.

Показва се, че тези две характеристики от принципно различ-
на природа, каквито са тегловата хибридна диафония и грешка-
та на интегрирането, с точност до мултипликативна константа
са равни помежду си.

По този начин се дава отговор на въпроса: какво представ-
лява тегловата хибридна диафония? Отговорът естествено е, че
тя е грешка в най-лошия случай на интегрирането в специално
хибридно Хилбертово пространство.

В тази работа паралелно се извършват, пресмятания свърза-
ни с изследването на грешката и тегловата хибридна диафония.
Използвани са общи идеи, които се прилагаха и в двата типа из-
следвания − на грешката в най-лошия случай на интегрирането
и на тегловата хибридна диафония.

Общият подход, свързан с избора на функционални системи
и типа на коефициентите, участващи в дефиницията на тегло-
вата хибридна диафония, позволяват като частен случай да се
получат на практика всички до сега известни типове диафонии.

Решен е проблемът с изчислителната сложност O(N2) на
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тегловата хибридна диафония. Доказването на този резултат
се обуславя с извършването на сложни изчисления, свързани
с фуриеровия анализ на специална пораждаща функция. Това
на практика ни дава възможност да се даде една еквивалентна
дефиниция на тегловата хибридна диафония, представена като
двойна сума, а не като сходящ безкраен ред. Този резултат е
удобна форма за създаване на математически компютърен мо-
дел за изследване на тегловата хибридна диафония. Това, раз-
бира се, се отнася и за създаване на такъв модел и на грешката
в най-лошия случай на интегриране в пространството Hhybrid

F,α,γ .
Като заключение се споменава фактът, че в тази глава от ди-

сертацията, идеи свързани с диафонията и грешката взаимно си
влияеха, за да се стигне до теоретичните и практични резултати,
представени в настоящия труд.



5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Тук е направен кратък обзор на резултатите, получени в
дисертацията. Дефинирани са специални функционални прост-
ранства и е използван квази-Монте Карло алторитъма за приб-
лижено пресмятане на многомерни интеграли от функциите от
тези класове.

Получени са точни формули за грешката на интегрирането в
дефинираните пространства. Тези формули бяха мотивацията да
се дефинират диафонии от специален вид. Тези характеристики
са използвани в дисертацията за две основни цели. Първо, като
количествена мярка за равномерността на разпределението на
редици. Второ, показани са връзките, които съществуват между
грешката на интегрирането в дефинираните пространства и ди-
афонията на мрежата, съставена от възлите на интегрирането.

Дисертацията е структурирана в увод, четири глави, заклю-
чение и цитирана литература.

Уводът съдържа описание на структурата на дисертацията,
като основните акценти падат на съдържанието на трите глави
с резултати.

В първа глава бяха дадени известни понятия и твърдения от
теорията на равномерно разпределените редици и квази-Монте
Карло интегрирането в различни функционални класове.

Основните резултати на работата бяха изложени в следващи-
те три глави, а именно:

Във втора глава се представи нова версия на b−ичната ди-
афония − тегловата (W(b);α;β; γ)− диафония. Показа се, че
тя е количествена мярка за неравномерността на разпределе-
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нието. Намери се изчислителната сложност на разглежданата
характеристика. Показаха се точните порядъци на тегловата
(W(b);α;β; γ)− диафония на обобщената редица на Ван дер Кор-
пут.

В трета глава се въведе тегловото Хилбертово пространство
HW(b);α;β;γ . Изведе се точна формула за грешката на интегрира-
нето в това пространство, чрез използване на квази-Монте Кар-
ло алгоритъма. Показа се един от основните проблеми залегна-
ли в дисертацията − връзката между (W(b);α;β; γ)− диафони-
ята и грешката e(HW(b);α;β;γ ;PN ) на интегрирането в това прос-
транство. Получени са порядъците на грешката на интегриране-
то e(HW(b);α;β;γ ;Pbm) в дефинираното пространство HW(b);α;β;γ ,
чрез използването на конкретна (t,m, s)−мрежа.

В последната глава също е представена нова количествена
мярка за неравномерноста на разпределението на хибридни ре-
дици, така наречената хибридна диафония. Нейната дефиниция
се основава на използването на функционална система, която е
тензорно произведение на тригонометричната система T , Уолш
функционалната система над крайни групи WGb,ψb

, b−ичната
функционална система Γb и системата на Виленкин функциите
V ilBs . Като специални случаи от хибридната теглова диафония
се получават всички известни видове на диафонията. Показва
се също и изчислителната сложност O(N2) на хибридната ди-
афония. Конструира се функционалният клас Hhybrid

F,α,γ , който е
хибридно Хилбертово пространство, което се генерира от специ-
ални пораждащи ядра и се получава формула за грешката на
интегрирането в това пространство. Не на последно място се до-
казва, че двете характеристики − грешката на интегрирането в
хибридното Хилбертово пространство Hhybrid

F,α,γ и тегловата хиб-
ридна диафония, с точност до мултипликативна константа, са
равни помежду си.
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6.1 Приноси на автора
1. Въведена е нова версия на b−ичната диафо-

ния, тъй наречената (W(b);α;β; γ)−диафония. Дефиниция-
та на тази b−ичната диафония се основава на използване-
то на три параметъра. Намерена е изчислителната сложност
на този тип диафония. Получени са точните порядъци на
(W(b);α;β; γ)−диафонията, в зависимост от участващите в де-
финицията на тази диафония параметри α и β.

2. Въведено е тегловото Хилбертовото пространство
HW(b);α;β;γ , което е генерирано от специално пораждащо
ядро. Получена е точна формула за грешката e(HW(b);α;β;γ ;PN )
на интегрирането в това пространство, чрез използване
на произволна s−мерна мрежа PN . Показана е връзка-
та, която съществува между грешката на интегрирането
e(HW(b);α;β;γ ;PN ) във въведеното HW(b);α;β;γ пространство и
тегловата (W(b);α;β; γ)−диафония на мрежата PN , която е
съставена от възли на интегрирането.

3. Получени са порядъците на грешката e(HW(b);α;β;γ ;Pbm)
на интегрирането на функции от пространство HW(b);α;β;γ , чрез
използването на (t,m, s)−мрежа.

4. Въведена е хибридната теглова диафония
FhybridN (F ;b;α; γ; ξ), като мярка за изследване на нерав-
номерността на класове от хибридни редици. Показана е
изчислителната сложност на Хибридната теглова диафония
FhybridN (Fhybrid;b;α; γ; ξ) на произволна мрежа, съставена от N
точки в [0, 1)s. Показана е изчислителната й сложност. Изведена
е формула за грешката на интегрирането e(F ;b;α; γ;PN ) в
пространството HFhybrid,α,γ в термините на функциите от
функционалната хибридна система F .

5. Въведено е тегловото Хилбертово пространство
HFhybrid,b,α,γ , което е генерирано от специално пораждащо
ядро. Получена е формула за грешката e(Fhybrid;b;α; γ;PN ) на
интегрирането в пространството HFhybrid,α,γ , чрез използване
на произволна хибридна мрежа от точки в [0, 1)s.

6. Двете характеристики - хибридната теглова диафония и
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грешката на интегрирането в пространството HFhybrid,b,α,γ са
свързани помежду си. По този начин е изведена и природата
на самата хибридна теглова диафония.
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ления (под ръководството на моя научен ръководител). Резулта-
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